Über das Verhalten stationärer elektromagnetischer Wellenfelder für kleine Frequenzen  by Steinbrunn, Klaus
JOURNAL OF MATHEMATICAL ANALYSIS AND APPLICATIONS 27, 127-163 (1969) 
iSber das Verhalten station3rer 
elektromagnetischer Wellenfelder fiir kleine 
Frequenzen* 
KLAUS STEINBRUNN 
Universitiit Stuttgart (Technische Hochxhule) Stuttgart, Germany 
Submitted by C. L. Dolph 
Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
1. Problemstellung und Ergebnis . . . . . . . . . . . . 
2. Zurtickftihrung von (A) auf ein Integralgleichungssystem 
3. Diskussion der Integraloperatoren . . . . . . . . . 
4. Das Verhalten des einfallenden Feldes fiir w + 0 . . . 
5. Das Verhalten der Tangentialfelder k,,, und j, fur w --, 0 
6. Das Verhalten der Felder E,” und H,v fur w - 0 . 
7. Eigenschaften von E, und HO . . . . . . . . . 
8. Die Eindeutigkeit der Probleme (B,) und (Ba) . . . . 
Anhang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 





. . 127 











In der vorliegenden Arbeit wird ein Problem behandelt, das in der Theorie 
der elektromagnetischen Wellenfelder auftritt. 
Bei der mathematischenUntersuchungderAusbreitung elektromagnetischer 
Wellen ergeben sich zwei Haupttypen von Problemen, die beide eng mit 
grundlegenden physikalischen Situationen verkniipft sind, namlich die 
Randwertprobleme und die Ubergangsprobleme fiir die Maxwellschen 
Differentialgleichungen. 
Wird ein Kiirper mit totalreflektierender Oberflache F in ein elektro- 
magnetisches Medium eingebettet, so wird ein einfallendes elektro- 
magnetisches Feld so an F reflektiert, dal3 die Tangentialkomponente des 
resultierenden elektrischen Feldes auf F verschwindet. Die mathematische 
Diskussion dieses Sachverhaltes fuhrt auf ein Randwertproblem. 1st F nicht 
totalreflektierend, so breitet sich das einfallende Feld such in das Innere des 
* Von der Universitiit Stuttgart (Technische Hochschule) zur Erlangung der 
Wtirde eines Doktors der Naturwissenschaften genehmigte Abhandlung. 
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Kiirpers aus. Hierbei erweisen sich die Tangentialkomponenten des elek- 
trischen und des magnetischen Feldes auf der F&he F als stetig. Wir 
haben es in diesem Fall mit einem typischen Ubergangsproblem zu tun. 
Randwertprobleme fiir die Maxwellschen Gleichungen wurden von 
C. Miiller [4], H. Weyl [15], W. K. S aunders [8], A. P. Calderbn [2] und 
P. Werner [13] diskutiert. C. Miiller [5] sowie R. B. Barrar und C. L. 
Dolph [l] untersuchten U‘bergangsprobleme. 
Die vorliegenden Untersuchungen kniipfen an das folgende von C. Miiller 
diskutierte elektromagnetische Ubergangsproblem an. 
Dabei gehen wir von folgender Situation aus: ES sei F eine dreimal stetig 
differenzierbare Fliche mit dem Innengebiet Gi und dem AuRengebiet G, . 
Das Innengebiet Gi werde von einem Medium 171, und das AuDengebiet G, 
von einem Medium M, ausgefiillt. Die elektromagnetischen Eigenschaften 
von M, (v = 1,2) werden durch die konstanten Gr6l3en 
E, = CO” + i z ) EO” > 0, =v 2 0, (1) 
festgelegt. 
Hierbei ist w > 0 die Frequenz des zu untersuchenden Wellenvorgangs, 
l ov die Dielektrizittitskonstante, Troy die Permeabilittit, a, die elektrische 
Leitftiigkeit und c: die (im allgemeinen verschwindende) magnetische 
Leitftigkeit. 
Wir setzen 
K” 2 = w2qLv (v= 1,2) (3) 
mit 
h{Ky”) > 0. (4) 
Ferner sei J ein vorgegebenes stetiges Vektorfeld (Volumenstrom) mit 
kompakten Support1 in G, . Das Ubergangsproblem Itit sich in folgender 
Weise formulieren: 
(A) Gesucht sind Vektorfelder E a (elektrisches Feld) und H (magneti- 
sches Feld) mit folgenden Eigenschaften: 
1 D.h. es gibt einen kornpakten Teilbereich Go von G., so dal3 J(x) = 0 fSr alle 
x $ G0 gilt. 
a Im folgenden werden vektorielle GrijDen stets mit lateinischen Buchstaben und 
skalare GriiDen mit griecbischen Buchstaben bezeichnet. 
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(a) E und H sind in den offenen Gebieten G, und G, stetig differenzierbar 
und auf den abgeschlossenen Bereichen Gi + F und G, + F stetig; 
(b) in Gi und G, erfiillen E und H die zeitunabhangigen Maxwellschen 
Gleichungen 
V x H -/- iweE = J, (5) 
V x E - iwpH = 0, (6) 
\ 1 ‘E E= 
in Gi 
1~ in G,’ 
(4 auf F gelten die Ubergangsbedingungen 
[TZ x Eli = [TZ x E], y (8) 
[TZ X H]i = [TZ X HJ,i3 (9) 
(d) E und H geniigen den Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingungen 
E(PlJ = 0 ($) 7 ($ - k) %%) = 0 ($) , 
H(px,) = 0 ($) 7 ($ - k) WP,) = 0 ($) 
(10) 
(11) 
f’r u p --f co gleichmaBig fiir alle Einheitsvektoren x,, . 
Zur Losung dieses Problems geht C. Mtiller von einem geeigneten Dipol- 
ansatz fur die Felder E und H aus. Mit der in Sektion 2 beschriebenen 
Methode leitet er fur die Dipolbelegungen ein System von eindeutig liisbaren 
Fredholmschen Integraigleichungen zweiter Art her und zeigt, daB dieses 
System Equivalent zu dem obergansgsproblem (A) ist. Er erhalt auf diese 
Weise fiir w > 0 ein eindeutig bestimmtes Losungspaar (E, H) von (A). 
Im Fall w = 0, der in der Diskussion von C. Miiller nicht enthalten ist, 
zerfallt des System der Maxwellschen Gleichungen (5)-(6) in zwei unab- 
hangige Gleichungen fiir das elektrische Feld E (Elektrostatik) und das 
magnetische Feld H (Magnetostatik). 
Dem obergangsproblem (A) entsprechen im Fall w = 0 die beiden fol- 
genden statischen Probleme (B,) und (B,): 
8 Sei x ein Punkt von F, n(r) der Einheitsnormalenvektor, der ins AuRere von F 
weist und B(x) ein in einer Umgebung von F defbiertes Vektorfeld. Dann setzen wir 
lB(41, = B,(x) = jiyO &x + X44), -. 
[B(x)], = B‘(X) = ,“z B(x - An(x)). + 
409/27/r-9 
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(B,) Es sei ps eine stetige Funktion mit kompaktem Support in G, .4 
Gesucht ist ein Vektorfeld E mit den Eigenschaften: 
(a) E ist in G, und G, stetig differenzierbar und in G, + F und G, + F 
stetig; 




(c) auf F gilt 
[n X Eli = [n X E]a 3 
+z * Eli = c&z * El,; 
(d) E geniigt der Abschatzung 






Ganz analog lautet das statische ubergangsproblem fur das Feld H: 
(B,) Es sei J,, ein stetiges Vektorfeld mit kompaktem Support in G, . 
Gesucht ist ein Feld H mit folgenden Eigenschaften: 
(a) H ist in Gi und G, stetig differenzierbar und stetig in Gi + F und 
G, +F; 
(b) in Gi und G, geniigt H den Gleichungen 
V-H=O, V x H= Jo; (16) 
(c) auf F gilt 
[TV X H]i = [TZ X H]g, y (17) 
/-dn *Hli = Ida * HIa; (18) 
(d) H geniigt der Abschatzung 
H(x) = O(l x I-“) 
fur IxJ-+co. 
(19) 
Im folgenden wollen wir die Zusammenhange zwischen dem stationiiren 
ubergangsproblem (A) und den beiden statischen Obergangsproblemen (B,) 
und (Ba) fiir w + 0 untersuchen. Fur w > 0 wird jeder Stromverteilung Jm 
aufgrund der Kontinuitltsbeziehung (vgl. Section 1) die Ladungsverteilung 
* Die Fur&ion pO kann physikalisch als Ladungsdichte interpretiert werden. 
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zugeordnet. Im folgenden setzen wir voraus, dal3 JU fur w---f 0 gegen ein 
Grenzfeld J,, und pw fiir w + 0 gegen eine Grenzfunktion pa konvergieren. 
Das Ziel dieser Arbeit besteht in dem Nachweis, dass die statischen Pro- 
bleme (B,) und (B,) als Grenzfalle des ubergangsproblems (A) fur w ---f 0 
aufgefaBt werden konnen, und zwar werden wir zeigen, daB die Losungsfelder 
E, und H, von (A) gegen die Losungsfelder E,, und Ho von (B,) und (Ba) 
konvergieren, wobei Jo das Grenzfeld von Jw und p,, die Grenzfunktion von 
pcu ist. Die Konvergenz ist auf jedem kompakten Teilbereich von Gi und G,, 
gleichmal3ig. 
P. Werner hat in [9] und [l l] den Grenziibergang w + 0 fur das elektro- 
magnet&he Randwertproblem der vollstandigen Reflexion unter der 
Voraussetzung diskutiert, da8 die Randflache F das topologische Geschlecht 
Null hat. 
Wir werden uns im folgenden an dem von P. Werner gegebenen Beweis 
orientieren. Im Gegensatz zum Randwertproblemfall kijnnen wir uns von 
der Voraussetzung iiber das Geschlecht von F l&en, da wir ein Ganzraum- 
problem betrachten und somit die typischen topologischen Schwierigkeiten 
bei der Diskussion des Randwertproblems in unserem Fall nicht auftreten 
(vgl. Sektion 8). 
Nach C. Miiller versuchen wir die Losungsfelder E, und H, von (A) 
durch eine geeignete Kombination von Flachenverteilungen elektrischer und 
magnetischer Dipole darzustellen. Fur die Flachenbelegungen k, und j, 
ergibt sich fur w > 0 nach C. Miiller ein eindeutig l&bares Integral- 
gleichungssystem. In Sektion 3 zeigen wir, daS die auftretenden Integral- 
operatoren in der ganzen w-Ebene analytisch von w abhangen, so daB 
insbesondere ihr Grenzverhalten fur w --f 0 diskutiert werden kann. Der 
Grenztibergang w + 0 fiihrt auf ein System von Integralgleichungen, das 
bereits von C. Miiller und H. Niemeyer in einem anderen Zusammenhang 
in [7] untersucht worden ist. (Eine unabhangige Diskussion dieser Integral- 
gleichungen findet sich im Anhang zu dieser Arbeit.) Es zeigt sich, daR die 
fur w = 0 auftretenden Integralgleichungen eindeutig l&bar sind. Hieraus 
folgt, daB die Belegungen k, und j, fur w + 0 gleichmal3ig auf F gegen 
Grenzfelder k, und i,, konvergieren. 
Diese Konvergenzaussage reicht noch nicht aus, urn das Verhalten des 
Losungsfeldes (E,,, H,) fur w + 0 zu diskutieren. Zustitzlich ist es erforder- 
lich, die auf F erklarten Funktionen 
1 
T, =FV,,.k, und 2w 
5 Hierbei bedeutet V, die Fkchendivergenz: V, = V - n(a/&). 
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fiir w -+ 0 zu untersuchen. Wir leiten in Sektion 5 Integralgleichungen fur 
r. und h, her. Diese Integralgleichungen reduzieren sich fur w = 0 auf eine 
Integralgleichung, die bereits von 0. D. Kellogg [3] diskutiert worden ist 
und die sich ebenfalls als eindeutig l&bar erweist. (Eine unabhangige Diskus- 
sion der Grenzintegralgleichung findet sich im Anhang.) 
Hieraus 1%3t sich folgern, da13 TV und &,, fur w -+ 0 gegen stetige Grenz- 
funktionen ~a und I\,, konvergieren. 
Die Konvergenzaussagen iiber K, , jw , TV und )iw fur w + 0 ermijglichen 
die Diskussion des Verhaltens der Losungsfelder E, , H, fiir w -+ 0, wie 
wir in Sektion 6 zeigen. 
Insbesondere ergibt sich, da8 E, bzw. H, gegen Grenzfelder E, bzw. Ho 
konvergieren, die Lijsungen von (B,) b zw. (B,) sind. In Sektion 8 zeigen wir, 
da13 die Grenzfelder E, und Ho eindeutig als Losungen von (B,) und (B,) 
charakterisiert werden kiinnen. 
Wir haben damit den physikalisch plausiblen Sachverhalt nachgewiesen, 
daB der Grenztibergang w -+ 0 die Losung (Ew , H,) des stationaren Uber- 
gangsproblems (A) in die Lijsungen E, und H,, der statischen Obergangs- 
probleme (B,) und (B,) iiberfiihrt. 
1. PROBLEMSTELLUNG UND ERGEBNIS 
Wir untersuchen das Verhalten der Losungsfelder E, 6 und H,,, des 
stationaren Ubergangsproblems (A) f” ur w -+ 0. In dem in der Einleitung 
formulierten Ubergangsproblem (A) denken wir uns die MaterialgroOen E, 
und pv (v = 1,2) gemal (I), (2) fest gewahlt. 
Dem Feld J aus Gleichung (5) k ommt physikalisch die Bedeutung des 
elektrischen Stromes zu. Durch die Beziehung 
ordnen wir dem Vektorfeld J eine Funktion p zu, die als elektrische Ladungs- 
dichte interpretiert werden kann. Die Gleichung (1.1) kiinnen wir dabei als 
zeitunabhingige Kontinuitatsgleichung auffassen. Setzen wir namlich 
J*(x, t) = Re[J(x) emiwt] und p*(x, t) = Reb(x) e-iat], 
so erhalten wir aus (1.1) die Kontinuitatsgleichung 
$*+V.J*=O. (1.2) 
g Durch den Index w sol1 im folgenden stets die Ahhlngigkeit der betreffenden 
Gr6Ben vom Parameter w zum Ausdruck gebracht werden. 
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Fur das Vektorfeld / in (5) setzen wir nun 
J(x) = L(x), 
wobei JW eine Folge von Vektorfeldern mit folgenden Eigenschaften ist: 
(a) JW ist im ganzen Raum hijlderstetig differenzierbar; 
(b) Es gibt einen kompakten Bereich G, C G, mit 
SUPPJ~Z G, fur jedes W; 
(c) J,,, sowie die ersten Ableitungen von JW hangen stetig von w ab. 
Insbesondere konvergiert die Folge JW f”r u w + 0 gegen eine holderstetige 
Funktion J,,; 
(d) fiir w + 0 ist J,,, gleichmtiig beschrankt, und die Folge 
(1.3) 
konvergiert gleichm%Big in x gegen eine holderstetige Grenzfunktion p0 . 
Nun gilt folgender Sachverhalt: 
SATZ 1. Die Felder E, und H, seien die Lijsungen des Ubergangsproblems (A) 
mitfestem cV , pLy (V = 1, 2) sowie mit J = JW , wobei J,,, den Bedingungen (a)-(d) 
geniigt. 
Dann gilt : 
(a) E, und H, h&gen fiir jedes x stetig von w ab und konvergieren fiir 
w -+ 0 gegen stetige Grenzfelder E0 und H, , und zwar gleichmipig auf jedem 
kompakten Teilbereich von Gi oder G, . 
(b) Die Grenzfelder E,, b zw. H,, sind Liisungen der Probleme (B,) bxw. 
PJ. 
(c) E, bzw. Ho sind die einzigen Liisungen von (B,) bzw. (B,). 
Zum Beweis von Satz 1 ftihren wir in Anlehnung an C. Mtiller [5, 61 das 
Ubergangsproblem (A) auf ein dazu aquivalentes System Fredholmscher 
Integralgleichungen zweiter Art zuriick. Im AnschluB daran diskutieren wir 
die Abhangigkeit der (nach C. Miiller eindeutig bestimmten) Liisungen vom 
Parameter w und ihr Verhalten im Grenzfall w -+ 0 und leiten hieraus das 
Verhalten der Felder E, und H, fiir w -+ 0 ab. 
2. ZURUCKFUHRUNG VONPROBLEM (A) AUF EIN INTEGRALGLEICHUNGSSYSTEM 
Urn zu einem Ansatz fiir die Losungsfelder E, und H, zu gelangen, gehen 
wir von den Grundliisungen 
1 eix,lz-ul 
@h9=2;; IxeyI (v = 1, 2) 
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der skalaren Helmholtzschen Schwingungsgleichungen 
AU+K,,~U=O (v = 1,2) (2.2) 
(siehe [12]) aus und bilden mit konstantem Vektor a fur v = I,2 die Vektor- 
felder 
-e(x, y; 4 = va! x [@&, Y) 4, (2.3) 
H;(x) y; u) = &viz x [Vz x (@"(%Y)41, (2.4) 
EZ(x, y; a) = - &v, x Pa! x PpY(%Y) 41, (2.5) 
Y 
Nun konstruieren wir mit diesen Feldern und mit dem gegebenen Feld JW 
die Felder 
E,eW = ii I,, E2,2(% Yi J&N dvu 9 (2.7) 
Ku%) = 4 s, x% Yi JJY)) dVv * cw 
Diese Felder (siehe [6]) sind stetig fur alle x und geniigen den Gleichungen 
V x EWE - iwp2Hwe = 0, (2.9) 
V x Hue + iwc2EWe = J,,, (2.10) 
sowie den Ausstrahlungsbedingungen (IO), (11). Sie kijnnen daher als ein- 
fallende Felder angesehen werden. Die gesuchten Felder E, und H, setzen 
wir nun in folgender Form an: 
E, = EW1, H, = Hul in Gi (2.11) 
und 
E,,, = E,= + Ewe, H, = Hu2 + H,” in G,. (2.12) 
Dann sind E,’ und HWy (v = 1,2) Liisungen der homogenen Maxwellschen 
Gleichungen 
V x H,l + iwqE,l = 0, V x E,,,l - iwplHW1 = 0 in Gi 
(2.13) 
und 
V x Ha2 + iwe2EW2 = 0, V x Eu2 - iwp2Ha2 = 0 in G, . 
(2.14) 
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Aus den Ubergangsbedingungen (8), (9) fur die Felder E, und H, ergeben 
sich fur E,,,” und I&Y (v = 1, 2) auf F die Relationen 
[n x Em’], = [n x E,2], + [n x IL,“], (2.15) 
[n x Hw’], = [n x Hw2], + [n x Hue]. (2.16) 
Zur Bestimmung der Felder Ewy, Huy machen wir den Ansatz 
&‘(x> = 3 s, [%“(x, Y;&,“(Y)) + E%, Y; L”(r))1 @, 1 (2.17) 
f&a”@> = 3 j [ft?‘(x, Y; L”(Y)) + f&%, y;io”(rNl dF, 3 (2.18) 
F 
wobei k,” und jwv noch zu bestimmende Tangentialfelder auf F sind. Wie wir 
spater zeigen werden, lassen sich kuy und jUv so wahlen, da13 Ewl, H,l in G, 
und Ew2, Hu2 in Gi verschwinden. 
Nehmen wir dieses Ergebnis vorweg und fuhren wir noch die Abktir- 
zungen 
n x E,” = k e w ) n x Hue = jwp aufF 
und 
k, = k,l, j, =A1 (2.19) 
ein, so folgen aus den Sprungrelationen (vgl. [13]) die Beziehungen 
[n x Ew’], = - k, , [n x Ew21a = kw2, 
[n x Hulli= -jw, [n x Hu21a = ju2. 
Damit erhalten wir aus (2.15- 16) 
ku2 = - k, - kwe aufF (2.20) 
und 
jw2 = -j, -jwe auf F. (2.21) 
Der Ansatz (2.17-18) geht damit in 
E,‘(4 = B 1, [Ei’(x, Y; kh9) + JX?k y; LW)l dF, , (2.22) 
Hw1(4 = B j [Hi%, Y; k,(y)) + Hi%, r ;.iM)l dF, T (2.23) 
F 
Ew2(4 = - 4 j [J%~(x, Y; k,(y) + k,W) + Et2@, y;LW + jwWl dF, , 
F 
(2.24) 
fL2(4 = - Q j Wi2(x, Y; k,(y) + h,W) + H~2(x, r$,h9 + h’W>l dF, 
F 
(2.25) 
iiber. Nach dem Vorgehen von C. Miiller versuchen wir zunachst, die Tan- 
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gentialfelder k, und jW so zu bestimmen, dal3 auf der F&he F die Grenz- 
relationen 
+z x E,l], = - & x Em”], , (2.26) 
Plb x fL1l, = - /& x fLJ”li (2.27) 
bestehen. Hieraus IaDt sich folgern, da8 Eul, H,,,l in G,, und Ew2, Hu2 in Gi 




so folgt aus (2.26-27) 
[n x Eli = [n x Ela aufF (2.30) 
[n x JrJi = [n x lqa auf F. (2.31) 
Aufgrund der Darstellungen (2.22-25) erfiillen E und l? fiir x q! F die 
homogenen Maxwellschen Gleichungen 
V x E - iwcfi = 0, (2.32) 
V xA+iwpE=O (2.33) 
mit 
E= 
Da E und fi such die Ausstrahlungsbedingungen (lo), (11) erfiillen, kijnnen 
wir den von C. Miiller in [6] bewiesenen Eindeutigkeitssatz anwenden. 
Hiernach verschwinden E und J? identisch. Nach (2.28-29) verschwinden 
daher E,,,l, H,l in G, und Ew2, Hu2 in Gi . Es bleibt zu zeigen, da13 die 
Tangentialfelder k, und j, so gewahlt werden konnen, dal3 die Beziehungen 
(2.26-27) erfiillt sind. 
Verwenden wir den Ansatz(2.22-25), so folgt aus (2.26-27) und den Sprung- 
relationen, daD die Tangentialfelder K, und j, den folgenden Integralglei- 
chungen geniigen miissen: 
hJ(4 + * J 44 x h(y) x (~1 V,%@,Y) - ~Vv@,(x, r))ldFv 
F 
= - * k,W (2.34) 
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und 
iJ(x) + & j, 44 x Lie(Y) x (Pl V,@l(X, Y) - CL2 V,@2k Y))l dFl/ 
+ . w(pl ; p2) j, Pw x (MY) * VW> V,P2(% Y) - @1(X? Y>)l dFv 
+ w(pl ; p2) j, (+> x k(Y)) (%32(X, Y) - K?@l(-% Y>> dF* 
(2.35) 
Hierbei wurde die Relation 
-;. 
j [E:(x, y; k>(y)) + Et*@, y; jw”(rNl dF, = - k?% XEG 
F 
benutzt, die wegen (2.19) unmittelbar aus [12], (6.12) folgt. 
Wir m&en nun zeigen, dal3 die durch (2.11-12) mit (2.7-S) und (2.22-25) 
definierten Felder E, und H, eine Liisung von Problem (A) darstellen, falls 
die Felder K, und j, stetige Losungen des Integralgleichungssystems (2.34-35) 
sind. 
Hierzu nehmen wir an, dal3 R, und j, stetige Losungen des Systems 
(2.34-35) seien. Die durch (2.19) definierten Felder KUe undjUe sind zweimal 
stetig differenzierbar. Aus Satz 67 von [6]’ folgt daher, da0 die ersten Ablei- 
tungen der Felder K, und j, existieren und auf F gleichmaDig einer Holder- 
bedingung geniigen. 
Bilden wir mit diesen Feldern k,,, und j, die durch (2.22-25) definierten 
Felder Emu und H,* (V = 1,2), so lassen sich diese nach Lemma 1 und Lem- 
ma 2 von [13] stetig auf Gi + F bzw. G, + F fortsetzen, und aus den dort 
angegebenen Sprungrelationen folgt 
+z x E,l]a = - c2[n x Eu2]i, (2.36) 
CL& x Hw’la = - CL~[V x &,“I, . (2.37) 
Die Felder Ewy und H,” erfiillen weiterhin die homogenen Maxwellschen 
Gleichungen (2.13- 14) sowie die Ausstrahlungsbedingungen (IO), ( 11). Mit 
demselben SchluD wie friiher kijnnen wir nun zeigen, dal3 Ewl, H,l in G, 
und Ew2, Hu2 in Ga verschwinden. Hieraus und mit Hilfe der Sprungrela- 
tionen folgt dann die Giiltigkeit der ubergangsbedingungen (2.15-16). 
Somit erfiillen die nach (2.11-12) konstruierten Felder E, , H,,, die Ober- 
’ Die in [6] benutzte Voraussetzung der Analytizitiit van F 15Dt sich mit Hilfe der 
im Anhang zu [9] besprochenen Methode abschwiichen. 
138 STEINBRUNN 
angsbedingungen (8), (9). Da sie iiberdies den Maxwellgleichungen (5), (6) 
und den Ausstrahlungsbedingungen (IO), (11) geniigen, sind die Felder E, 
und H, in der Tat Losungen von Problem (A). 
Im folgenden wollen wir die Liisungen k, und j, des Integralgleichungs- 
systems (2.34-35) fiir den Fall w -+ 0 untersuchen. 
3. DISKUSSION DER INTEGRALOPERATOREN 
Wir fiihren zunachst folgende Banachraume ein: 
(1) den Raum B, aller stetigen Tangentialfelder a(x), die auf der F&he F 
erklart sind, mit der Norm 
(3-l) 
(2) den Produktraum B = B, x B, der Paare (a, b) mit a, b E B, und 
der Norm 
II (6 4 II = II a Ill + II b Illi (3.2) 
(3) den Raum L(B) aller beschrankten linearen Operatoren K von B 
in sich mit der Norm 
‘I KII = c:l;tg~ 
II W4 II 
II(a, b) II- ’ (3.3) 
Durch 
1 Kfu(x) = ~ 
61 + <2 s 
44 x MY) x (~~VJW>Y) - ~2Vy@2(~, r))l dF, > 
F 
(3.4) 
K;2u(x) = + i+ c2) j-, b(x) X U(Y)] (‘?@I@, Y) - K,“@&, Y>> dF, > 
(3.5) 
K;3u(x) = W(E1 i+ c2) &) x MY> * VJ V,Pl(X~Y) - @2(%Y)) @%I 9 
(3.6) 
KZu(x) = & j-,W x MY) x (cL~VPI@,Y) - ~2Vu@2@9 r))ldF, 3 
(3.7) 
K:2u(x) = & p2) /,w, x WI h2@2@,Y) - “lW~,Y))dFy~ 
(3.8) 
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werden bekanntlich beschrankte vollstetige Operatoren von B, in sich 
erklart. 
Mit Hilfe des durch 
K&z, b) = (K;lu + Ki2b + Ki3b, Kilb + Ki2u + KFa) (3.10) 
erklarten Operators von B in sich la& sich das Integralgleichungssystem 
(2.34-35) in der Form 
schreiben. Der Operator K, ist beziiglich der Norm (3.3) beschrankt und 
vollstetig. 
Wir beweisen 
LEMMA 1. Der Operator K, hiingt beaiiglich der Norm (3.3) in der gunzen 
komplexen w-Ebene unalytisch von w ub. Insbesondere erweist sich der durch 
K,,(u, b) = (K&z, Ko2b) 
mit 
m44 = 2ii;:El-+c$ F j 44 x [a(r) x V, A] dF, 9 (3.12) 
&,24x) = p1 - p2 j- 44 x [b(y) x V, &] dF, 
27+1+ cL2) F (3.13) 
eingefiihrte Operator K,, uls Grenzoperutor von K, fiir w + 0. 
Der Beweis verlauft ganz analog zu dem in [9] gegebenen Beweis von 
Lemma 10. Es Ia& sich zeigen, dal3 die Operatoren K: und Kz (v = 1,2, 3) 
beziiglich der Norm 
IILl/ =;;=lPf$ (3.14) 
fiir beschrankte Operatoren von B, in sich analytisch von w abhangen. 
Analog zu [9] folgt hieraus und aus (3.10), da8 K,,, in der ganzen komplexen 
w-Ebene analytisch von w abhangt. 
Fiir w ---f 0 streben die durch (2.1) erklarten @r(x, y) und a2(x, y) beide 
gegen die Funktion 2~ 1 x - y 1-l. Ferner verhalten sich die in (3.5-6) und 
(3.8-9) auftretenden Kerne fiir w -+ 0 wie O(w*). Hieraus folgt, daD sich 
K,, als Grenzoperator von K,,, ftir w --+ 0 ergibt. 
Damit ist Lemma 1 bewiesen. 
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Mit Hilfe des Fredholmschen Alternativsatzes werden wir spater zeigen, 
daD das Integralgleichungssystem (3.11) such fur w = 0 eindeutig l&bar 
ist. Hierzu muD die zu (3.11) g h” e orende homogene Gleichung fiir w = 0 
diskutiert werden. Wir zeigen : 
LEMMA 2. Die homogenen Integralgleichungen 
a + I&la = 0 (3.15) 
und 
b + K$b = 0 (3.16) 
besitzen ur die trivialen Liisungen a = 0 und b = 0. 
Wir fiihren den Beweis fur die Gleichung (3.15). Hierzu sei die Zahl h 
durch 
h = 9 - E2 -= a2 + $ - (y2 + S2) - 2i(or8 - &) 
El + E2 (a + YJ2 + (P + S12 
(3.17) 
mit <I = a + $3, e2 = y + i8 (LY., /3, y, 6 reell) erkllrt. Nach (1) gilt hierbei 
a,y>Ound/3,6>0. 
Im Fall Im X = 0 gilt ora - rS, = 0. Es gibt also ein reelles .$ mit 
El = fE2 . 
Wegen (Y, y > 0 gilt 6 > 0. Hieraus und aus (3.17) folgt 
IhI =I+-$1 <l fur ImX=O. 
Es ist also entweder Im h # 0 oder 1 h 1 < 1. Wie C. Miiller und 
H. Niemeyer [7] gezeigt haben, besitzt die Gleichung 
a(x) = & j-, n(x) x [ab’) X v, &] dF,, , XEF (3.18) 
fur Im h # 0 und 1 h 1 < 1 keine nichttrivialen L6sungen.s 
Nach (3.12) und (3.17) sind die Gleichungen (3.15) und (3.18) miteinander 
identisch. Die Gleichung (3.15) hat also nur die Losung a = 0. Entsprechend 
la& sich die Gleichung (3.16) diskutieren. 
Damit ist Lemma 2 bewiesen. 
s Auf die Tatsache, daI3 das zitierte Ergebnis fiir A = f 1 nur gilt, falls die Fkhe F 
das topologische Geschlecht 0 hat, wies P. Werner in [lo] hin. 
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4. DAS VERHALTEN DES EINFALLENDEN FELDES FUR w-0 
Dieser Abschnitt ist der Diskussion der in (2.7-8) eingefiihrten Felder E,” 
und HWe sowie der durch sie induzierten Tangentialfelder kwe undjUe (2.19) 
im Grenzfall w -+ 0 gewidmet. 
LEMMA 3. Die einfallenden Felder Ewe und H,” hinge-n stetig von w ab 
und konvergieren fiir w -+ 0 gegen die stetigen Grenzfelder E,” und Hoe, die 
durch 
Eo"W = - & V j 
2 GO PO(Y) p& dVw 
Ho’(x) = &V x jGolo(~) j-j&~ dVv 
(4.1) 
(4.2) 
gegeben sind. Die Konvergenz ist auf jedem kompakten Teilbereich B des drei- 
dimensionalen Raumes gleichm@ig. 
BEWJSS. Nach (2.7) und (2.5) ist 
Em"(x) = - 2i &v x p x jGolJY) @2(X,Y) dV,] 
= -J-v v 
2iwr, [ * j, L(Y) @2(% Y) w] 
K22 -- 
s 2&, C, Id,(r) @2@9 Y> dl/, 
=zkvs 2 Go L(Y) . Vv@,(x, Y) dV, - F j c, L(Y) @2(x7 Y) dV/, . 
(4.3) 
Da JW nach Voraussetzung auf dem Rand von G, verschwindet, kiinnen wir 
das erste Integral nach dem Satz von Gaul3 umformen und erhalten 
Ewe(x) = - &v j 
GO 
’ ‘z!j(y) a2(x, y) dV, - F s G, ldr) @dXPY) dVw ’ 
(4.4) 
Mit (4.1) und (4.4) sowie (1.3) gilt 
k'(x) - J%"(X) = - & jGo [P,(Y) VA@, Y> - PO(Y) Vcc 2T , xl _ y ,] dVv 
2 
+;a, j wlw(r) @2(x> Y> dvv - (4.5) 
GO 
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Nach den Voraussetzungen (a) bis (d) tiber J,,, konvergieren die in (4.5) 
auftretenden Integranden gleichma5ig in dem kompakten Teilbereich G, 
von G, gegen Null. Damit ergibt sich 
iE,“-EOej+O fiir w + 0. 
Die Konvergenz ist in jedem kompakten Teilbereich B des dreidimensionalen 
Raumes gleichma5ig. Entsprechend folgt 
IH,=-Ho”140 fiir W-+0 
gleichma5ig auf B. Damit ist Lemma 3 bewiesen. 
Nach Lemma 3 konvergieren die in (2.19) eingeftihrten Tangentialfelder 
k,” = n x Ewe, j,& = n x Hue 
fur w + 0 gleichma5ig auf F gegen die Grenzfelder 
koe = n x E,, und joe = n x H,,e. 
Wir wollen nun das Verhalten der Flachendivergenzen V, . Rue und V, . jwe 
fiir w -+ 0 naher diskutieren und zeigen: 
LEMMA 4. Die Funktionen 
T,~(x) = & V, . kue(x), xeF (4.6) 
h,=(x) = k V, * jw”(x), XEF (4.7) 
konvergieren fiir w + 0 gleichmb!ig auf F gegen die hiilderstetigen Grenz- 
funktionen T,,~ = - p2n . Hoe und h,e = fan . E,=. 
BEWEIS. Da G, ein kompaktes Teilgebiet von G, ist, geniigt das Vektor- 
feldpaar Eae, H,* in einer Umgebung von F den homogenen Maxwellschen 
Gleichungen. Nach [l l] gilt daher auf F 
V, . (n x Ewe) = - n . (V x E,“). 
Nach (2.7-8) und (4.3) gilt 
(4.8) 
V x Ewe(x) = - qx/ JwW @4x, r> dvt, 
Go 
= iupJ7u=(X). 
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Setzen wir diese Beziehung in (4.8) ein, so gilt auf F 
7, &q,.k;= -/+n.Hwe. l.w (4.9) 
Nach Lemma 3 konvergiert daher T,~ fur w - 0 gleichm&ig auf F gegen 
70 e = - pzn . Hoe. (4.10) 
Entsprechend folgt, daB h,” fur w -+ 0 gleichmal3ig auf F gegen 
hoe = c2n . E,” (4.11) 
konvergiert. Damit ist Lemma 4 bewiesen. 
5. DAS VERHALTEN DER TANGENTIALFELDER k,,, IJND j, ~ii~ w-0 
Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns nun der Diskussion der 
Losungsfelder k, und j, des Integralgleichungssystems (2.34-35) zu. 
Nach Sektion 2 sind die Felder k, und j, fiir alle w > 0 eindeutig bestimmt. 
Nach Lemma 1 und Lemma 3 geht das Integralgleichungssystem (2.34-35) 
fur w + 0 in das System 
PO ,io) + Ko(ko ,jo) = - 2 (fi2koey fijoe) 
tiber. Nach Lemma 2 und dem ersten Teil des Fredholmschen Alternativ- 
satzes ist such dieses System eindeutig l&bar. Damit sind such die Felder 
k, und j. erkltirt. 
1st K, der in (3.10) eingefiihrte Operator, so gilt fur alle w > 0 
(k, , jJ = (I + K&l (- $$& kue, - *iwe] . (5.1) 
Nach Lemma 1 ist K, in der ganzen komplexen w-Ebene analytisch. Nach 
den obigen Bemerkungen existiert (I + K&l fiir w >, 0. Hieraus folgt in 
iiblicher Weise (vgl. etwa die entsprechende Argumentation in [14]), dal3 
(I + &J-l fiir w 3 0 beziiglich der Operatornorm (3.3) analytisch von w 
abhangt. Nach Sektion 4 hang kue und jUe fiir w > 0 beziiglich der in B, 
erklarten Norm (3.1) stetig von w ab. Nach (5.1) ist daher (k,,,  jJ beziiglich 
der Norm (3.2) eine fiir w > 0 stetig von w abh%ngige Schar von Elementen 
aus B. 
Wir wollen nun das Verhalten von V, . k, und V, *j,,, fiir w -+ 0 naher 
untersuchen und zeigen : 
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LEMMA 5. Die Funktionen 
~,(4 = & V, * k,(x), XEF (5.2) 
und 
XEF (5.3) 
konvergieren gleichm@ig auf F gegen stetige Grenzfunktionen T,, und A, fiir 
w -+ 0. 
Zum Beweis leiten wir zuniichst ein Integralgleichungssystem fur 7. 
und h, her. 
Da die durch (2.19) erklarten Felder kwe und jwe auf F zweimal differenzier- 
bar sind, folgt nach Satz 67 von [6],9 da13 die Tangentialableitungen erster 
Ordnung von k, und j, existieren und auf F gleichmaBig einer Hiilderbedin- 
gung geniigen. Nach Lemma 3 von [9] sind die durch (2.22-25) erklarten Fel- 
der Ewy und Hwv (V = 1, 2) auf den abgeschlossenen Bereichen Gi + F 
und G, + F stetig. Nach Sektion 2 verschwinden die Felder Em1 und H,l in 
G, und EUa und HU2 in Gi. Auf F gilt daher 
[n - Hw21i = [n - Hwl], = 0. 
Andererseits gilt mit (2.23) und (5.1) analog zu (4.4) 
(5.4) 
H,l(x) = & V j, ~w(r> @1(x, r) dF, + w 5 jFk&) @I@, Y) dF, 
+ $ Vx j L(y) @dx, 34 dF, - (5.5) 
F 
Hieraus folgt mit Hilfe der Sprungrelation fur x EF die Beziehung 
0 = b(x) - fL1C41a = & [ - ~~69 + I, T,(Y) & @dx, Y) dF,] 
+ w $ [n(x) -jF k&9 %(x9 Y) dF,3 
o Vgl. Fuhote 7 ($2). 
STATIONhER ELEKTROMAGNETISCHER WELLENFELDER 145 
Dabei ist zu beachten, dal3 der letzte Grenzwert wegen der gleichmaDigen 
Hijlderstetigkeit von j, existiert. Der zum dritten Summanden in (5.6) 
gehijrige Sprungterm verschwindet wegen n * (n x iW) = 0. Insbesondere 
gilt 
Analog zu (5.5) folgt 
fL2W = -&V j (~w(r) + ~w”(r)) @2@,y)dFv 
F 
- w $ jF&(y) + koe(yN @2(x7 Y) dF, 
- 4 V x I F(jw(y) + L”(Y)> Q2(x, Y) dF, I (5.8) 
und hieraus erhalten wir mit Hilfe der Sprungrelationen fur x E F die Bezie- 
hung 
0 = W) * fL”C4li = & [ - 7coC4 - jF4y) & @2(x, Y) dF, 
a! 
- Tule@) - jFC(Y) & @B(?Y) d&] 
- w 2 n(x) * j (k(Y) + k”(Y)) @2(%Y)dFv 
F 
Im letzten Term haben wir dabei von der Beziehung (5.7) Gebrauch ge- 
macht. 
Die beiden Beziehungen (5.6) und (5.9) sind Integralgleichungen fiir 
7, . Es erweist sich im folgenden als zweckmtiig, diejenige Integralgleichung 
zu betrachten, die sich durch Addition von (5.6) und (5.9) ergibt. Es folgt 
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- ZWE~TZ(X) . jF k,yy) @a(~ Y) dF, 
- n(x) * [v x jFjO(Y) (@&,Y) - @&?Y)) e!] 
Durch die Kombination der Integralgleichungen (5.6) und (5.9) wurde 
erreicht, daD in (5.10-l 1) die Hauptsingularitat von (5.7) herausfiillt, so dal3 
sich im folgenden der Grenzubergang in der Maximumnorm diskutieren 
I&. 
Fiir die weiteren Untersuchungen ist es zweckmaf!ig, den letzten Sum- 
manden in (5.11) noch wie folgt umzuformen : Mit (2.19) gilt fiir x 6 F 
XZ - 44 * j VP&Y) x @(Y> x fL"(YN dF, 
F 
ZZZ - W * j [V,@& Y) - fLe(~)l *n(r) dF, 
F 
- 44 - j, [V,@,(x, Y)* fL”(~)l (NY) - W) dFv 
- s V,W, Y) * K,“(Y) dF, . F 
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Formen wir den letzten Term nach dem Satz von Gaul3 urn (vgl. (4.3-4)), 
so folgt fur x $ F 
44 * [V x jF.i,“(~) @2(x, Y) dF,] = 44 - j, AL” & @2(x, Y) dF, 
- 44 * j F’,@,(x, Y). f&o”(~)1 MY) - W) dF, 
F 
- i F’, * fL”(~)l@& Y) dF, . F 
Hieraus ergibt sich fiir den letzten Summanden in (5.11) die Beziehung 
= +-4 1 f&"(x) + 44 . j 
F 
KoYy) $ @2(x, Y) dF, 
Y 
- 44 - j F’,@,(x, Y). f&o”(~)1 MY) - 49) dFv F 
- I [V, . fL”(~)l@&, Y) @v . (5.12) F 
Zur Diskussion der Integralgleichung (5.10) fiihren wir die durch 
ky(x) = - * j, T(Y) ; [$ @I(% Y) - ; @2(x, Y)] dF, (5.13) 
und 





erklarten Operatoren &, und &, ein. Beide Operatoren bilden den Banach- 
raum B, der auf F stetigen Funktionen T(X) mit der Norm 
II 7 II2 = y&x I 44 I (5.15) 
in sich ab. Analog zu (3.3) ist der Norm (5.15) in B, die Operatornorm 
(5.16) 
zugeordnet. Analog zum Beweis von Lemma 1 1tiDt sich zeigen, da8 i?, 
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in der ganzen o-Ebene einschliel3lich des Nullpunktes analytisch in bezug 
auf die Operatornorm (5.16) ist. Insbesondere erweist sich der Operator $ 
als Grenzoperator von Z?, fur w -+ 0, da @r(x, y) und @a(~, y) beide fiir 
w -+ 0 gegen 27~ 1 x - y 1-l konvergieren. Beim Beweis von Lemma 2 haben 
wir gezeigt, daO fiir 
x =Pl --I% 
CL1 + lk2 
(5.17) 
entweder Imh # 0 oder 1 h ] < 1 gilt. Nach 0. D. Kellogg [3] folgt hieraus, 
da13 die Integralgleichung 
7 + z&T = 0 (5.18) 
nur die triviale Liisung r = 0 besitzt. Hieraus und aus den obigen Bemer- 
kungen folgt, daB der inverse Operator (Z + Z?,)-l fiir 0 < w < w1 existiert 
und analytisch von w abhiingt (vgl. die entsprechenden uberlegungen in 
Sektion 5). 
Aus (5.10) folgt fiir 0 < w < wr die Beziehung 
rw = (I+ o1 VW * (5.19) 
Da K, , K,“, j, , jWe und T,~ fur w -+ 0 gleichmaDig gegen k, , K,“, js , joe und 
T,,~ streben, folgt aus (5.11) und (5.12) da13 p)w fur w + 0 gegen die Funktion 
konvergiert. 
- s (5.20) 
Aus (5.19) folgt, daD 7, fiir w -+ 0 gleichmaig gegen 
To = (1 + Ro)-l QJo 
konvergiert. Entsprechend la& sich zeigen, dal3 h, fur w + 0 gleichmiiDig 
gegen die Losung X0 der Integralgleichung 
Mx) + 2m7cl-;;2J s 
a 1 
pXo(~) an, , x _ y , dF, = h(x) 
konvergiert. 
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Die Funktion +,, M3t sich dabei ganz entsprechend wie ‘p. in (5.20) dar- 
stellen. 
Damit ist Lemma 5 bewiesen. Wir kiinnen nun das Verhalten der Vektor- 
felder Emu und Hwy (v = 1, 2) fur w --+ 0 diskutieren. 
6. DAS VERHALTEN DER FELDER E,’ UND Hwy Otis w -+ 0 
Nach (2.22) und (2.3-6) gilt 
-KY4 = + V x j 
F 
MY) @1(x, Y>dF, - & V i[v .jFio(~) @I@, Y) dF,] 
K12 
- - I 2+ F L(Y) @1(x, Y) dF, * (6-l) 
Analog zu (5.5) folgt 
EcoW = ; V x s, k,(y) @I@> Y> dF, - 7 jFjW(~) @p,(x, Y) dF, 
(6.2) 
Im folgenden vergleichen wir Em1 mit dem Feld 
-‘&W = & V x jFko(~) j&j dF, - k V jFI\O(y) & dF,. 1 
(6.3) 
Wir betrachten einen zu F punktfremden kompakten Teilbereich B des 
dreidimensionalen euklidischen Raumes. 
Nach Sektion 5 konvergieren k, , jw und A, fiir w + 0 gleichmaDig auf F 
gegen k,, , j,, und A,, . Hieraus folgt, dal3 Ewl fur w + 0 gleichmaDig in B 
gegen Eol konvergiert. 
Entsprechend folgt, da13 Ew2, Hul, H w 2 f” ur w -+ 0 gleichmaSig in B gegen 
die Felder 
Eo2W = - & V x j, MY) + k,“(y)) j&q dF, 
+ 4m, L v jF @o(Y) + MY>> j-&q dF, ) (6.4) 
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H~2(x) = - J& v X 1, (j,(Y) + joe(y>> h dF, 
- L v j, (TO(Y) + T~?Y)) j&q dF, 
4v2 
konvergieren. Damit ist die Existenz der Grenzfelder nachgewiesen. In 
Abschnitt 2 haben wir gezeigt, dal3 fiir jedes w # 0 Ewl und Ha1 in G, und 
Ea2 und Hti2 in Gi verschwinden. Hieraus folgt im Grenziibergang 
Eol = Ho1 = 0 in G, , (6.7) 










Ho1 in Gi 
Ho2 + Hoe in G, . 
(6.9) 
(6.10) 
Wir haben bereits in Lemma 3 gezeigt, da0 Eo2 und Hoe die Grenzfelder von 
Ewe und H,” sind. Damit ist gezeigt, da13 die durch (2.11-12) definierten 
Felder E, und H, fur w -+ 0 gegen E. und Ho konvergieren. 
Im folgenden zeigen wir nun, da0 die Grenzfelder E, und Ho Liisungen 
der in der Einleitung formulierten ubergangsprobleme (B,) und (B,) sind. 
7. EIGENSCHAFTEN VON $ UND Ho 
Wir zeigen : 
LEMMA 7. Fiir x #F gelten die Gleichungen 
V-E,=?, 
E2 
V x E. =O, 
V-H, =O, 
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BEWEIS. Wir zeigen zunachst, dal3 V * k, = 0 gilt. Das Feld k, ist auf F 
hiilderstetig differenzierbar. Nach Sektion 5 geniigt k, der Integralgleichung 
k, + K,lk, = - 29 - k,e 
El + E!2 
mit dem durch (3.12) definierten Operator K,,l. Nach Lemma 1 und Lemma 2 
von [9] folgt, da13 such tz, auf F Hiilderstetig differenzierbar ist. 
Es sei nun F* ein regulares Flachenelement von F mit der Randkurve C. 
Dann gilt (vgl. [6] Satz 63) 
j V, . (K, - k,) dF* = j (k, - k,) . n, dS (7.5) 
F* C 
(n, ist dabei der Normalvektor auf C). 
Fur w -+ 0 konvergiert K, gleichmafiig gegen K, und V, * R, strebt gleich- 
mal3ig gegen Null. Hieraus und aus (7.5) folgt 
I V,.k,,dF* =O. 
F* 
Da dies fiir jedes regulare Flachenelement F* von F gilt, folgt 
V, . k, = 0. 
Mit (6.9) und (6.3) erhalten wir hiermit fur x E Gi 
(7.6) 
Es gilt also 
VxE,,=O in G, . 
Aus V, . k,,& = 0 folgt analog 
V x Eo2 = 0 in G, . 
Hieraus, aus (6.9) und aus (4.1) folgt 
V x E,, = 0 in G,. 
Damit ist (7.2) bewiesen. 
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Aus (6.3) und (6.4) folgt 
V * Eol = 0 in Gi (7.7) 
und 
V . E,,2 = 0 in G, . (7.8) 









Damit ist such (7.1) bewiesen. 
Entsprechend folgt aus (6.5) und (6.6) 
V. Ho1 = V x Ho1 = 0 in 
und 
V . Ho2 = V x Ho2 = 0 in 
Nach (4.2) gilt 
V . Ho” = 0. 
Ferner folgt aus (4.2) analog zu (4.4) 
G (7.10) 
G Q. (7.11) 
(7.12) 
v x Ho”(x) = & p[o 1, Jo(Y) $-qdV,] - Ll SC0 Jo(y) & dV, j 
(7.13) 
Mit Hilfe von (1.2-4) und einer entsprechenden Argumentation, wie sie beim 
Beginn des Beweises durchgefiihrt wurde, ergibt sich V * Jo = 0. Damit 
erhalten wir 
V x Ho” = Jo(x). (7.14) 
Insgesamt folgen aus (7.10-14) und (6.10) fur x 4 F ,die Beziehungen 
V-Ho=0 und V x Ho = Jo. 
Damit ist Lemma 7 bewiesen. 
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Wir weisen nun noch die Giiltigkeit der Ubergangsbedingungen nach und 
zeigen : 
LEMMA 8. Beim Durchgang durch F gilt 
[n x -%I, = [fi x &la > (7.15) 
[n X HOli = [n X HO]a 7 (7.16) 
%b . &Ii = %[n . 4Ja 7 (7.17) 
Plb * fGli = Ilzb * &la . (7.18) 
BEWEIS. Das Vektorfeld R, und die Funktion A, sind holderstetig auf F. 
Nach (6.7) und (6.8) verschwindet E,l in G, und E,2 in Gi . Hieraus und aus 
den Darstellungen (6.3), (6.4) ergeben sich mit Hilfe der Sprungrelationen 
die Beziehungen 
und 
[n x E,l]i = - k, ) [n x Eo21a = - k, - kOe (7.19) 
Mit 
+z * E,l], = - A,, c2[n * E& = - h, - hoe. 
kOe = n x EOe aufF 
(7.20) 
folgt aus (6.9) und (7.19) 
[n x E,,], = [n x E& = - k, . 
Nach (4.11) gilt 
hoe = <2(n * E,e) auf F. 
Hieraus, aus (6.9) und (7.20) erhalten wir 
+z * EJi = c2[n *E& = - h, . 
Ganz analog lassen sich die Ubergangsbedingungen (7.16) und (7.18) fiir 
das magnetische Feld H,, nachweisen. 
Damit ist Lemma 8 bewiesen. 
Unmittelbar aus den Darstellungen (6.4), (6.6), (6.9) und (6.10) ergibt 
sich : 
LEMMA 9. Die Feldef E, und H,, erfiillm die asymptotischen Relationen 
Ebxo) = 0 (2) 
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w%) = 0 ($) 
fti p + co gleichti~ig ftir iede Richtung x,, .
8. DIE EINDEUTIGKHT DER PROBLEME (B,) UND (B,) 
Nach Sektion 7 sind die Grenzfelder E, bzw. H, Lijsungen der Probleme 
(B,) bzw. (B,). In d iesem Abschnitt zeigen wir, dal3 E0 und H, hierdurch 
eindeutig festgelegt sind. 
Wir beweisen : 
LEMMA 10. Das zu (B,) gehiirige homogene Problem 
V x E=V*E=O in Gi und G,; 
[n x Eli = [n x E]a auf F, 
l 1[n - Eli = ez[n .I?]~ auf F, 





(gleichm@& fiir jede Richtung x0) hat nur die triviale Liisung E = 0. 
Zum Beweis nehmen wir an, dal3 F zusammenhangend ist, d.h. dal3 F
nur aus einer Komponente besteht. Im Fall, da8 F mehrere Komponenten 
besitzt, lassen sich die gleichen Schhisse mit geringftigigen Moditikationen 
durchfiihren. 
BEWEIS. Sei E Losung von (8.1)-(8.4). Wir bilden die Funktion 
P)&) = “I” E-tdsfq,. 
‘FrJ 
(8.5) 
Hierbei ist x, ein beliebiger Pukt in Gi + F, C eine beliebige, die Punkte x0 
und x verbindende, regulire Kurve in G, + F, t der Tangentenvektor an C, 
ds das Bogenelement von C und cq, eine beliebige Konstante. Wir beweisen, 
da8 die durch (8.5) erkhirte Funktion vi nicht von der Wahl der Verbindungs- 
kurve C abhangt und somit eindeutig ist. Hierzu geniigt es zu zeigen, da13 
das Integral 
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fur jede geschlossene Kurve C,, in Gi verschwindet. 1st G, einfach zusammen- 
hangend, so la& sich jede Kurve CO stetig in Gi auf einen Punkt zusammen- 
ziehen. Da in Gi 
gilt, folgt nach dem Satz von Stokes 
E.tds=O. 
0 
Wir nehmen nun an, Gi sei nicht einfach zusammenhangend (G, sei z.B. das 
Innere eines Torus) und die Randflache F habe das topologische G schlecht 
p, d.h. F besitze p Henkel. Wir wahlen auf F p geschlossene Kurven C, , 
C, , so da8 Cj (j = 1, 2,..., p)genau den j-ten Henkel einmal umlauft 
$e&‘Skizee). D ann gibt es ganze Zahlen c+ , a2 1e.v c-$ 1so dal3 CO zu der 
Kurve 
c = 2 ajcj 
j=l 
beziiglich Gi homolog ist : 





Nach (8.2) sind die Tangentialkomponenten von E beim Durchgang durch F 
stetig, und es gilt 
s Ei - t ds = E, - t ds (j = 1,2 ,...) p . Cj C 9 
Jede Kurve Cj la& sich innerhalb G, stetig auf einen Punkt zusammen- 
ziehen. Hieraus folgt wegen V x E = 0 in G, die Relation 
s E, . t ds = 0 (i = l,Z...,P), cj 
und somit nach (8.7) und (8.8) 
I E.tds=O. CO 
Die durch (8.5) erklairte Funktion vI ist somit eindeutig. Aus (8.5) folgt in 
iiblicher Weise 
V% = E in G,. (8.9) 
Entsprechend la& sich zeigen, da0 eine eindeutige Funktion qs mit 
existiert. Wegen 
gilt auf F 
VT, = E in G,, (8.10) 
a 
VP, =v,g, +yjp 
(n x Ei) X tt = (n X [VsqJi) X 11 = [Vsn]i 
und entsprechend 
(n x Ea) x n= F’cda - 
Wegen (8.2) folgt hieraus 
vo(9li - cpza> = 0. 
Die Tangentialableitungen von or* - rpsa verschwinden also auf F. Es gibt 
eine Konstante y mit 
Vii = YJ2a + Y* (8.11) 
Aus V - E = 0 in Gi und (8.9) folgt 
Avl = 0 in Gi. 
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Mit Hilfe der Greenschen Formel ergibt sich die Beziehung 
s,K Ii ql dF = 0. (8.12) 
Aus (8.4) folgt, daB die Konstante CX,, in (8.5) so gewahlt werden kann, da8 
p2(pxo) = 0 ($) fiir P-+m 
(gleichmaDig fur jede Richtung x,,) gilt. 
Insbesondere gilt dann 
(8.13) 
fiir p + co. 
Andererseits ist nach (8.3), (8.10) und der Greenschen Formel 
9 =- j 
z2 G, 
I VT, 12dV + j, nl,x,<ptIb2 12dV. (8.14) 
(I 
Aus (8.13), (8.14) und 
folgt 
und 
VP, = 0 in Gi 
Vcp, = 0 in G,, 
d.h. E = 0 in Gi und G, . 
Damit ist Lemma 10 bewiesen. 
Entsprechend folgt, da0 das zu (B,) gehijrige homogene Problem nur die 
triviale Losung H = 0 besitzt. 
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ANHANG 
Beim Nachweis der Grenzrelation & --f Kc, und h, -+ h, fur w -+ 0 haben 
wir davon Gebrauch gemacht, da13 die homogenen Integralgleichungen 
und 
u(x) + 2n;l-+e:2) s F 4~) x [ a(r) 
1 
x V, , x _ y , dF, = 0 I (A-2) 
nur die trivialen Losungen ZJ = 0 und a = 0 be&en. Dabei konnten wir 
auf Ergebnisse von C. Miiller und H. Niemeyer [7] sowie 0. D. Kellogg [3] 
zuriickgreifen. In diesem Abschnitt geben wir eine Variante dieser Beweise, 
indem wir den Zusammenhang zwischen den Integralgleichungen (A.l) und 
(A.2) und den in diser Arbeit behandelten Ubergangsproblemen benutzen. 
Wir zeigen 
LEMMA 1. Die Integralgleichung 
dx) + 2 j, V(Y) & & dF, = 0 
besitzt nur die triviale Liisung v = 0, falki Im A f 0 oder ) h 1 < 1 gilt. 
Beim Beweis von Lemma 2 in Sektion 3 haben wir gezeigt, da0 die Zahl h 
mit 
h =El - % 
Cl + e2 
die Voraussetzung Im h # 0 oder 1 h 1 < 1 erfiillt. 
Hieraus ergibt sich nach Lemma 1, daO such die Integralgleichung (A.1) 
nur die triviale Losung Y = 0 besitzt. 
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Dann gilt in Gi und G, 
A$=O. 64.6) 
Aus der Stetigkeit des einfachen Potentials folgt aus (A.4-5) 
(1 - h)9i = (1 + h)9,~ * (A.7) 
Mit Hilfe der Sprungrelation erhalten wir 
und 
Aus der Integralgleichung (A.3) folgt 
Mit (A.lO) ergibt sich aus (A.8) und (A.9) 
y [g”(x)]i = (1 - +, V(X) = 
und 




und hieraus folgt 
1 --h 
- “(4 x 
1+x -__ 
h 44 7 
Ferner ergeben sich aus (A.4) die asymptotischen Relationen 






fur p + co gleichmiBig fur alle Richtungen x,, . Die durch (A.4) erkltirte 
Funktion 9 ist also L6sung des homogenen Ubergangsproblems (A.6), 
(A.7), (A.11) und (A.12). W ir zeigen, da8 dieses Ubergangsproblem nur die 
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L&sung 8 = 0 hat. Aus (A.12) (A.7), (A.ll) und der Greenschen Formel 
folgt 
Aus Im h f 0 oder 1 h 1 < 1 folgt 
IrnleA I+h # 0 oder s > 0. 
Hieraus und aus (A.13) folgt 
V8 =0 in Gi und G, . 
Hieraus, aus (A.12) und (A.7) folgt 
6=0 in Gi und G, . 
Mit (A.ll) ergibt sich v = 0. 
Damit ist Lemma 1 bewiesen. 
Nun zeigen wir : 




‘(X) = I E1 XEG~ % XEG, 
eine Liisung des zu (B,) gehiirenden homogeneta Problems, und es gilt 
a = - 4 [n X A]< . (A.15) 
Da das zu (B,) gehiirige homogene Problem nach Sektion 8 Lemma 10 nur 
die Losung A = 0 besitzt, folgt aus Lemma 2 unmittelbar 
LEMMA 3. Die Integralgkichung (A.2) hat nur die triviale L6sung a = 0. 
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BEWEIS VON LEMMA 2. 1st a eine stetige Losung von (A.2), so folgt nach 
Lemma 1 und Lemma 2 von [9], daB a auf F holderstetig differenzierbar ist. 
Nach Lemma 3 von [9] ist damit das Feld A in Gi + F und G, + F stetig. 
Mit (A.2) und den Sprungrelationen rgeben sich auf F die Beziehungen 





[n x A(X)la = y u(x) + e 1 n(x) x [u(y) x v, ___ 
2 F Ix--y/ dFIJa 1 
(A.17) 
Nach (A.2) ist 
61 - E2 
27T j” F ‘@> X [“(u) X V, &] dF, = - (el + c2) u(x). 
(A.18) 
Aus (A.15-18) folgt 
[n x Ala - [n x A]i = (El - Q) [$+&l” 
+(c~+~~)[+$u=O. (A.19) 
Aus (A.16) und (A.1 8) ergibt sich ferner 
[n x A]i = - 2a. 
Hieraus und aus (A. 19) folgt 
[n x A]i = [n x Ala = - 2u. 
Entsprechend ergibt sich auf F 
Qz * A]i = E2[?z - Ala . 
Aus der Darstellung (A.14) folgt 
V-A=0 in Gi und G, . 





Wir zeigen, daD V, l a = 0 ist; hieraus folgt dann aus (A.23) 
VXA=O in Gi und G,, . 
Nach (A.23) und [9] Lemma 3 la& sich V x A stetig auf Gi + F und G, + F 
fortsetzen. Da a holderstetig differenzierbar ist, existieren nach (A.20) die 
Fhichendivergenzen 
V, * [n x A], = V, . [n x Ala = - 2V, . a 
und es gilt auf F (vgl. [l l] Sektion 2) 
V, . [n x Ali = - 2V, a a = - [n . (V x A)], 
und 
V, * [n x Ala = - 2V, . a = - [n . (V x A)], . 
AUS (A.23), (A.25-26) und den Sprungrelationen folgt mit Y = V, 
- 2+) = y [+, - 1 
F 










Mit h = (~a - l )/(q + ~a) folgt aus Lemma I, daD (A.26) nur die triviale 
Losung v = 0 hat. 
Aus (A.14) ergibt sich die asymptotische Relation 
A(x) = O(( x I”) fiir Ixj--+co. 
Damit ist A die Losung des zu (B,) gehijrigen homogenen Problems. 
Ich danke meinem verehrten Lehrer, Hernn Prof. Dr. P. Werner fiir die 
Anregung zu diesem Thema sowie fiir viele wertvolle Hinweise beim Entatehen 
der Arbeit. 
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